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Riassunto  
 
Partire dalla matematica e preoccuparsi di insegnarla allo studente o partire dallo studente per 
individuare quale matematica potrà giovare maggiormente allo studente e alla società?  
     Ragionare di più e calcolare di meno: più ragionamento infinitesimale e meno calcolo 
infinitesimale, più sviluppo delle facoltà cognitive e meno routine, più partecipazione attiva 
e meno esercizi esecutivi e ripetitivi, più linguaggi usuali per gli studenti e meno “lavagna e 
gesso” e maggiore possibilità di cogliere la bellezza con minore soggezione; in fondo anche 
Archimede, il più grande matematico della storia, ha imbrogliato.  
     Sviluppo delle immagini mentali e maggiore possibilità di memorizzazione: importanza del 
colore e del movimento. Cosa ne pensa la Medaglia Field  Michael F. Atiyah. 
     Gli argomenti, le parole e i metodi selezionati per favorire la ricerca matematica debbono 
necessariamente essere utili anche per la scuola?  
     La ricerca didattica deve preoccuparsi anche di semplificare l’insegnamento con nuovi metodi 
e risultati matematici originali?  
 
     Una nuova trasformazione geometrica, due metodi originali per calcolare la somma delle 
potenze degli interi, un nuovo Triangolo Aritmentico per comprendere i più 
importanti concetti del Calcolo delle probabilità attraverso la somma dei dadi e alcune idee per 
visualizzare alcuni aspetti complessi e qualche loro proprietà. Cercare di far associare alla 
matematica sensazioni piacevoli, da ricercare.  
      
                                                
1 barra@mat.uniroma1.it 
        
            GELA
        LUDICA
        7-8 apr. 2011
     Teorema di Pitagora anche per introdurre il ragionamento infinitesimale 
 
  
 
2. Più ragionamento infinitesimale dinamico e meno calcolo infinitesimale. 
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Area = A = !r2 = Area di un cerchio
segue: Area cicloide = area 3 cerchi   
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4 tipi di pezzi pto blu alzapto rosso dx allarga
pto neto sposta
 
Una nuova trasformazione non lineare semplice: aree di curve vecchie e nuove: cerchio,  
spirale, cicloide, cardioide, gigli, foglie, fiori matematici, … ; nuova area =
€ 
A'= AOGOR     
 
 
      
 
 
per trovare il perimetro (il bordo superiore si allunga come quello inferiore si stringe) 
e l’area di un cerchio 
             
  
e l’area di nuove curve 
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     In generale:    
  A' = A. OG/OR
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La retta-cerchio
passa per G Le nuove curve:  il ventaglio cinese,
   la conchiglia, 
     il petalo
fan
r -  r2-!2     "    r +  r2-!2    r -  r2-x     y    r +  r2-x2   
 
A' = A
La retta-cerchio
passa per G Le nuove curve:  il ventaglio cinese,
   la conchiglia, 
     il petalo
fan
r -  r2-!2     "    r +  r2-!2    r -  r2-x2    y    r +  r2-x2   
 
A' = A
La retta-cerchio
passa per G Le nuove curve:  il ventaglio cinese,
   la conchiglia, 
     il petalo
fan
Dall'ellisse alle foglie ..... e ai petali della violetta
                          con la stessa area   
Dall'ellisse alle foglie ..... e ai petali della violetta
                          con la stessa area   
 
Dalle ellissi .....  ai petali di una violetta   
 
                  
 
Dal triangolo T alla spirale di Archimede 
 
      
    
         
 
Dal seno alla cardioide 
   
cliccando sul tratteggio o
attraverso select all
le onde vanno verso
l'esterno
scegliendo un numero di
oggetti=100 o altro il
disegno cambia!!!!
ANIMAZIONE con
molla da mezzo
centimetro
A'= area spirale Archimede = 
    = 1/3 area cerchio = 1/3 A 
     In generale:    
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Sezioni del cubo: densità della somma di uniformi i. d., spline, ..., nuove proprietà: 
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Le diverse parti del cervello umano funzionano a velocità differenti e gli 
oggetti vengono riconosciuti da una parte del cervello, mentre il moto viene 
rilevato da un'altra. Ciò significa che quando vediamo una persona in 
movimento, le due sezioni del cervello riconoscono separatamente moto e 
persona, mentre una terza parte unisce i due segnali… L'aspetto interessante e 
che le due zone del cervello funzionano a velocità sensibilmente diverse, e 
quella che riconosce il moto è molto più rapida. Immagino che l'origine di 
questa caratteristica sia sempre di carattere evolutivo: per un umano nella 
giungla è più importante riconoscere rapidamente se qualcuno si muove, 
piuttosto che riconoscere chi si muove - che sia una tigre, un leone o un 
serpente. 
 
            Michael F. Atiyah,  Siamo tutti matematici, Di Renzo, 2007, p.13 
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3. Yes you can: costruisci varie formule per sommare i quadrati e i cubi degli interi.  
           Per le potenze qualsiasi: metodi nuovi e nuovi numeri 
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1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 = 91 
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      1, 4, 1 sono i Numeri Euleriani della terza riga: 1 =
€ 
3
0 ,  4 =
€ 
3
1 ,  1= 
€ 
3
2  
 ! C3h =  1  +  8  +  27 +  64 + 125 + 216 = 441 = S31;6
               = T1+16+ 3 T2+15 + 3 T3+15 + 3 T3+14  =
          Somme di gnomoni, di cubi, somme di somme di cubi (5 modi)                                                                             
Euler's Numbers   e   Box Numbers
              !S31;h = T1+26+ 3 T2+25 + 3 T3+25 + 3 T3+24 =   
= 1 + 9 + 36 + 100 + 225 + 441 = 812 = 56 +3.70+ 3.126 + 3.56
G3^6 =  T0 + 3 T15 + 3 T25 + 3 T24  =  91
C36  =  T16+ 3 T25 + 3 T35 + 3 T34 = 216 = ! G3^h=
 =    6    +    45   +   105   +   60   =  216
 =    21    +   105   +    210   +   105  =  441
Lettera di Pascal a 
    Fermat (27 07 1654) (sullo sgabello)
1)
2)
6
S3k;6   = !S3k-1;h=T1+k6+ 3 T2+k5 + 3 T3+k5 + 3 T3+k4 
S32;6 =
!!!
6
6
6
&
 S31;6  =  T1+16  +  6 T3+15   = 
             =      21     +       420      =  441
           =  T1+k6  +  6 T3+k5 
S32;6
S3k;6
 =  T1+26  +  6 T3+25 
Lettera di Pascal a 
    Fermat (27 07 1654) (sullo sgabello)
G3^6 =  T0  + 6 T25  =  91
C36 =  T16 + 6 T35 = 216 = ! G3^h=
        =      6   + 6 . 35  
G3^6 =   T26 + 4 T25 + 1 T24  =  91
2)
&
S3k;6   = !S3k-1;h=T1+k6+ 3 T2+k5 + 3 T3+k5 + 3 T3+k4 !!!
!!!
6
&
C36 =   T36 + 4 T35 + 1 T34 = ! G3^h =
        =    56   +   140   +    20   =  216
S31;6 = !C3h =   T3+16 +  4 T3+15  +  1 T3+14 =
           =   441   =  126       +    280        +    35
 S3k;6  =   T3+k6 +  4 T3+k5  +  1 T3+k4   
G3^6 =   T26 + 4 T25 + 1 T24  =  91
1
1    1        ...  Euler's Numbers     
1    4    1               (T. fattoriali)
1   11  11   1       (T. dim. ug., spig. decr.) 
1   26  66  26   1
3)
&
1
1
1
6
6
1
  … 
 
I “box-numbers” \
€ 
3
1/=1, \
€ 
3
2 /=6 e \
€ 
3
3/=6, indicano che nel cubo C
€ 
3
6  ci sono rispettivamente: 1 tetraedro 
di dimensione 1, T
€ 
1
6 , che contiene 6 cubetti allineati, 6 tetraedri a 2 dimensioni, T
€ 
2
5 , che hanno spigoli 
(lati) di lunghezza 5, e 6 tetraedri a 3 dimensioni, T
€ 
3
4 , che hanno spigoli di lunghezza 4. 
 
      I metodi illustrati in 3) e in 4) danno origine a dei modi nuovi per sommare le potenze degli interi in 
generale attraverso dei triangoli numerici strettamente collegati al significato geometrico illustrato nei 
due ultimi disegni precedenti: i numeri Euleriani e i box-numbers che indicano, in modo differente, i 
tetraedri contenuti in un ipercubo. 
 
 
In tre dimensioni, in collegamento al materiale didattico: 
 
 
      
C36  =   T16+ 6 T25 + 6 T34 =  216 = !G3^h
 !C3h =   T1+16+ 6 T2+15 + 6 T3+14  =  441 =
 S3k;6  =  1 T1+k6 +  6 T2+k5  +  6 T3+k4   
1
1    1        ...  Euler's Numbers     
1    4    1               (T. fattoriali)
1   11  11   1       (T. dim. ug., spig. decr.) 
1   26  66  26   1
G3^6 =   T0 + 6 T15 + 6 T24  =  91
 =    6   +   90    +   120    =  216
=      21    +     210     +     210      =  441
4)
&1                       
1    1         ... Box Numbers 
1    6     6   (T. dim. cresc., spig. decres.) 
1  14   36  24  
1   30  150  240   120
6
1
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Più in generale: 
 
 
Numeri Euleriani
                                   1  
            
                            1            1
                     1            4            1
               1          11          11         1
  !
        1           26          66          26          1     26=1.4+11.2   66=11.3+11.3
   
1          57         302         302        57            1
                              1    1 
                         1     2     2     1
  
               1    3      2     2     3    1
 
        1     4    2      3     3     2    4     1
1     5      2    4      3     3     4    2     5     1
. . .
0
0
0
0
0
 
Esempi 
 
43 = T34 + 4 T33 + T32 = 20 + 40 + 4 = 64 
44 = T44 +11T43 +11T42 + T41 =35 +165 + 55+1 = 256 
54 = T45 +11T44 +11T43 +T42 = 70+385+165+5 = 625 
       1 + 24 + 34 + 44 + 54 = 1 +16 + 81 + 256 + 625 = 979 = 
    = T55 + 11T54 + 11T53 +T52  = 126+616+231+ 6 = 979 
     = 1 + 24 + 34 + 44 + 54 +…+ 1004 = T5100 +11T599 +11T598 +T597 
 
 
Ancora più in generale: 
 
Cd[n]= nd = 
€ 
d
ss=0
d−1
∑ Tn−sd ,2 dove il numero euleriano:3 
€ 
d
s  indica il numero di 
particolari tetraedri in d dimensioni, di spigolo n-s,4 e misura Tdn-s, contenuti in 
Cd[n].  
Per sommare le potenze degli interi 1, 2 o t volte, applicando la nota proprietà:  
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€ 
t jd
j=1
n
∑ =
€ 
d
ss=0
d−1
∑ Tn−sd+t   
 
 
 
 
 
Cd[n]= nd =
€ 
\ dss=1
d
∑ / Tn−s+1s ,1 
€ 
∀n;d
€ 
∈N, dove \
€ 
d
s / rappresenta il no dei tetraedri fattoriali 
di dimensione s e spigolo n-s+1,5 T!s[n-s+1], contenuti in Cd[n] e vale \
€ 
d
s /= s (\
€ 
d− 1
s− 1 /+\
€ 
d− 1
s /), \
€ 
0
0 /=1, \
€ 
d
s /=0 per s>d. Segue che, per sommare le potenze degli interi 1, 2 o t 
volte, applicando la nota proprietà: 
€ 
d+ n
d
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ = Tdn=
€ 
Td−1n
1
n
∑ , 1, 2 o t volte, vale:      
  
€ 
jd
j=1
n
∑ =
€ 
\ dss=1
d
∑ / Tn−s+1s+1 , 
€ 
jd
j=1
m
∑
m=1
n
∑ =
€ 
2 jd
j=1
n
∑ =
€ 
\ dss=1
d
∑ / Tn−s+1s+2 ,  
€ 
t jd
j=1
n
∑ = 
€ 
\ dss=1
d
∑ / Tn−s+1s+t . 
 
Data la relazione di ricorrenza indicata, risulta il triangolo dei box-numbers (già noti con un 
significato differente): 
                                                
2 Il segno "=" dopo il simbolo di un poliedro indica la sua definizione cartesiana, la sua misura o la formula per 
calcolarla. Altri significati dei simboli: nj≤ = n(n-1)(n-2)…(n-j+1), nj≥ = n(n+1)(n+2)…(n+j-1),   
nj<  =  (n-1)(n-2)…(n-j),  nj>  =  (n+1)(n+2)…(n+j). 
3 
€ 
d
s  = (1+s)
€ 
d - 1
s +(d-s)
€ 
d - 1
s - 1 , 
€ 
1
0 =1
€ 
1
1 = 0. 
4 Il termine "spigolo" indica anche il lato di un triangolo. In generale vengono usati in dimensione qualsiasi i 
termini utilizzati nella terza dimensione. 
5 Il termine "spigolo" indica anche il lato di un triangolo. In generale vengono usati in dimensione qualsiasi i 
termini usuali nella terza dimensione, salvo eccezioni. 
 
             \
€ 
d
s = 0/  \
€ 
d
s = 1/    \
€ 
d
s = 2/    \
€ 
d
s = 3/    \
€ 
d
s = 4/    \
€ 
d
s = 5/    \
€ 
d
s = 6/       \
€ 
d
s = 7/       \
€ 
d
s = 8/  
 
  \
€ 
d = 0
s /   1  0  0      0         0  0   0             0         0          
  \
€ 
d = 1
s /    0 1 0     0        0    0        0             0  0           
  \
€ 
d = 2
s /   0 1 2   0  0   0 0     0 0  
  \
€ 
d = 3
s /   0 1  6   6  0   0 0   0 0 
  \
€ 
d = 4
s /   0 1    14  36 24   0 0    0 0 
  \
€ 
d = 5
s /    0 1   30         150      240  120  0    0 0 
  \
€ 
d = 6
s /    0 1   62  540     1560 1800 720    0 0 
  \
€ 
d = 7
s /   0 1      126 1806     8400 16800    15120     5040        0 
  \
€ 
d = 8
s /  0  1  254 5796    40824 126000  191700   141120   8! 
Esempi 
43 = T14 +  6 T23 + 6T32 = 4 + 36 + 24 = 64 
14 = T11 = 1, 24 = T12 + 14T21  = 1 + 14 = 16, 34 = T13 + 14T22 +  36T31 = 3 + 42 + 36 = 81 
44 = T14 + 14T23 +  36T32 + 24T31 = 4 + 84 + 144 +24 = 256 
54 = T15 + 14 T24 + 36T33 + 24 T42 = 5 + 140 + 360 + 120 = 625 
€ 
j4
j=1
5
∑ = 14+24 + 34 + 44 + 54 = 979 = T25 +14T34 +36T43 +24T52 =15 + 280 + 540 + 144  
€ 
k4
k=1
n
∑
n=1
4
∑ = 1+17+98+354+979 = 1449 = T35 + 14 T44 + 36T53 + 24 T62= 
             = 35+14.35+36.21+24.7 = 35+490+756+168  
 1005    =   T1100 + 30 T299 + 150T398 + 240 T497+ 120 T596 
 
€ 
k5
1
100
∑  =   T2100 + 30 T399 + 150T498 + 240 T597+ 120 T696 
€ 
k5
k=1
n
∑
n=1
100
∑  = T3100 + 30 T499 + 150T598 + 240 T697+ 120 T796 
           Dal collegamento dei due metodi, si scoprono 5 modi per sommare le potenze qualsiasi 
degli interi in collegamento con i numeri di Stirling di II specie: 
 
1)  43 = T14 +  6 T23 + 6T32 = 4 + 36 + 24 = 64 
2)  43 = T14  -  6 T24 + 6T34 = 4 - 60 + 120 = 64 
3)  43 = T04 +  7 T13 + 12T22 + 6 T31 = 1 + 21 + 36 + 6 = 64 
4)  43 = -T05 +  7 T15 - 12T25 + 6 T35 = -1 + 35 - 180 + 210 = 64 
5)  43 = T34 + 4 T33 + T32 = 20 + 40 + 4 = 64 
 
1)  44 = T14 + 14T23 + 36T32 + 24T31 = 4 + 84 + 144 +24 = 256 
2)  44 = -T14 +14T24 - 36T34 + 24T34= -4 +140-720+840 = 256 
3)  44 = T04 +15 T13 + 50T22 + 60 T31 +24.0=1 + 45+150+60 = 256 
4)  44 = T05 -15 T15 + 50T25 -60 T35 +24.T45= 1 -75+ 750 -2100+1680 = 256 
5)  44 = T44 +11T43 +11T42 + T41 =35 +165 + 55+1 = 256 
 
1)  54 = T15 + 14 T24 + 36T33 + 24 T42 = 5 + 140 + 360 + 120 = 625 
2)  54 = -T15+ 14T25 - 36T35+24T45=-5+14.15-36.35+24.70=-5+210-1260+1680 
3)  54 = T05 + 15T14 + 50T23 + 60T32 +24T41 =1+60+300+240+24 = 625 
4)  54 = T06 - 15T16 + 50T26 - 60T36 +24T46  =1-90+1050-3360+3024 = 625 
5)  54 = T45 +11T44 +11T43 +T42 = 70+385+165+5 = 625 
           1 + 24 + 34 + 44 + 54 = 1 +16 + 81 + 256 + 625 = 979 = 
€ 
1)∑  = T25 + 14 T34 + 36T43 + 24 T52 = 15+280+540+144=979 
 … = … 
€ 
5 )∑  = T55 +11T54 +11T53 +T52 =126+616+231+6=979 
€ 
2 1)∑  =(1)+(1+16)+(1+16+81)+(1+16+81+256)+(1+16+81+256+625)=1449= 
      = T65 +11T64 +11T63 +T62=210+924+308+7=1449 
€ 
5 )∑  = 1 + 24 + 34 + 44 + 54 +…+ 1004 = T5100 +11T599 +11T598 +T597  
 
     Di Archimede e di altri argomenti parleremo in un’altra occasione. 
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